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Einleitung

Nichtlineare Wellenausbreitung wird seit mindestens zwei Jahrzehnten inten-
siv und mit wachsendem Interesse in den verschiedensten physikalischen Ge-
bieten untersucht.
In der Optik ist in den letzten Jahren sowohl theoretisch als auch experimen-
tell die Nichtlinearitdt eines Mediums in Verbindung mit einer Riickkopplung
dazu benutzt worden, Bistabilitdt in einem optischen Bauelement hervorzu-
rufen /1/. Dazu muB die Kennlinie des Bauelementes, die die Abhdngigkeit
einer Systemantwort von einer EingangsgroBe bei festen Parametern beschreibt,
mehrdeutig sein. Bei zwei mdglichen Systemantworten spricht man von Bistabi-
litdt, bei mehr als zwei mdglichen Zustdnden des Systems von Multistabilitéat.
Neben dem tieferen Verstdndnis der physikalischen Effekte ist auch die tech-
nische Realisation solcher Bauelemente (als Speicher, Transistor oder Logik-
bausteine) fiir die Opto-Elektronik, eventuell sogar fir eine optische Nach-
richten- oder Computertechnik sehr interessant.
Aus diesem Interesse heraus werden jetzt schon Systeme untersucht, die fir
genugend groBe Nichtlinearitdten sogar Multistabilitdt zeigen. Dabei werden
sowohl intrinsische Bauelemente, bei denen die Riickkopplung durch eine Reso-
natorkonfiguration erfolgt, als auch sogenannte Hybridbauelemente, die durch
die duRere elektrische Beschaltung riickgekoppelt werden, untersucht.
Theoretisch wird fiir einen Fabry-Perot Rescnator, der ein op-
tisches Medium mit intensitdtsabhdngigem Brechungsindex (dispersive Nicht-
linearitdt) enthdlt, eine Multistabilitdt zeigende Kennlinie vorausgesagt /2/.
Experimentell konnten wegen zu geringer Nichtlinearitdten bisher nur stufen-
artig aufeinanderfolgende stabile Niveaus beobachtet werden /3,4/. Fiir einen
Ringresonator, der mit einem Zwei-Niveau-Absorbermedium gefiillt ist (absorp-

tive Nichtlinearitdt), erwartet man ebenso eine Multistabilitat



zeigende Kennlinie /5/. Fiir ein Hybridbauelement mit sukzessive aufeinander-
folgenden Bistabilitdten wurden sogar schon mehrwertige Logikoperationen
durchgefithrt /6/.

Wahrend in den betrachteten Fdllen der nichtlinearen Optik im allgemeinen

die Polarisation des Mediums kubisch vom Feld abhdngt (kubische dispersive
Nichtlinearitdt), wird in dieser Arbeit ein Medium mit quadratischer, disper-
siver Nichtlinearitdt untersucht. Dieses Medium wird durch eine Hochfrequenz-
leitung realisiert, die als Kettenleiter ausgebildet ist /7/. Durch die Wahl
geeigneter Randbedingungen ist die Leitung ohne groBen Aufwand sowohl als
Fabry-Perot als auch als Ringresonator zu betreiben und erlaubt dariiber hin-
aus auch die in der Optik nur sehr schwierig oder gar nicht durchfihrbaren
Messungen des Spektrums und der Wellenform des Feldes am Ausgang des Reso-
nators, aber auch innerhalb des Resonators.

Es werden experimentell gewonnene Multistabilitdt dokumentierende Kennlinien
sowohl des Fabry-Perot als auch des Ringresonators vorgestellt. Dabei ist von
Interesse, inwieweit sich diese Kennlinien unterschiedlicher Resonatoren mit
gleichem Medium vergleichen lassen. AnschlieBend wird ein Konzept vorgestellt,
welches es ermdglicht, die verschiedenen stabilen Zustdnde eindeutig durch
die Wellenform im Resonator zu charakterisieren. Es wird eine Formel abge-
leitet, mit der die maximal mégliche Anzahl von Zustdnden angegeben werden

kann.



1 Mikrowellenresonator

In diesem Kapitel soll der verwendete Mikrowellenresonator mit den Eigen-
schaften seines Mediums und den beiden realisierten Resonatortypen kurz vor-
gestellt werden. Eine ausfihrlichere Beschreibung ist den in diesem Kapitel

angegebenen Literaturhinweisen zu entnehmen.

1.1 Aufbau der Leitung

Der Mikrowellenresonator besteht im wesentlichen aus einer Hochfrequenzlei-
tung, die als Eindrahtleitung lber einer metallisch leitenden Schiene mit
einem U-férmigen Querschnitt verlduft (Abb. 1.1.1). Es handelt sich somit

um eine Lecher-Leitung.
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Abb. 1.1.1 Querschnitt der Lecher-Leitung

Die Leitung kann man sich wegen der in gleichmdRigen Abstdnden 1 erfolgenden
Belastung durch insgesamt neunzig identische Varaktordioden vom Typ BB 105 G
- der Arbeitspunkt liegt im Sperrbereich - aus ebensovielen gleichen, symme-

trischen Vierpolen aufgebaut denken /8/.
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Jeder dieser Vierpole hat die Form eines T-Gliedes (Abb. 1.1.2), in dessen
Ldngszweig sich eine Spule (Induktivitdt der Leitung) und in dessen Querzweig
sich ein Kondensator (Sperrschichtkapazitdt der Diode) in Serie mit einer
Spule (Induktivitdt der Zuleitung) befindet. Der Kondensator ist nichtlinear,
da die Sperrschichtweite der Diode vom anliegenden elektrischen Feld abhdngt.
Durch die Hintereinanderschaltung der Vierpole erhdlt man einen Kettenleiter,
der einen TiefpaB darstellt.

Die Gleichspannung, die zur Einstellung des Arbeitspunktes im Sperrbereich
notig ist, wird den Varaktordioden iUber flUnf parallele RC-TiefpaBfilter zu-
gefihrt. Die obere Grenzfrequenz des TiefpaBfilters liegt im kHz-Bereich,

so daB die auf der Leitung verwendeten Hochfrequenzsignale, die im Bereich
von zehn MHz bis ein GHz liegen, nicht Uber die Gleichspannungseinkopplung

abflieBen kdnnen (Abb. 1.1.3).

Abb. 1.1.3 RC-Element zur Einkopplung der Gleichspannung V_



1.2 Eigenschaften des Mediums

Anstelle eines Ersatzschaltbildes aus konzentrierten Elementen, wie es das
T-Glied der Vierpoltheorie darstellt, kann man den TiefpaBcharakter der Lei-
tung auch durch das differentielle Leitungselement beschreiben. Hierbei bilden

Induktivitdts- und Kapazitdtsbeldge das homogene Ersatzschaltbild (Abb. 1.2.1).
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Abb. 1.2.1 Homogenes Ersatzschaltbild

Im Kleinsignalfall, das heiRt bei kleinen Amplituden des Hochfrequenzfeldes,
sind bei geeigneter Wahl der Leitungsparameter die aus beiden Ansdtzen resul-
tierenden Dispersionsbeziehungen in erster Ndherung ineinander iiberfiihrbar,

wobei die folgende kubische Dispersionsrelation resultiert /9/:

1
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(1.2.1)

Hierbei ist B die Wellenzahl, f = é%? die Frequenz, u, die Phasengeschwindig-
keit fir kleine Frequenzen und K der Dispersionsparameter. Um die Ndherung
durchfiihren zu kénnen, miissen die auftretenden Frequenzen klein gegen die
Grenzfrequenz des Tiefpasses sein.

Bei kleinen Amplituden des Hochfrequenzfeldes wird die Sperrschichtweite der
Dioden und damit der Kapazitdtsbelag C' nur durch die anliegende Gleichspan-
nung bestimmt: C' = C!{ = const.

Bei groReren Amplituden des Hochfrequenzfeldes wird die durch die Gleichspan-

nung eingestellte Sperrschichtweite der Dioden vom elektrischen HF-Feld ver-



schoben, die Sperrschichtkapazitdt wird aussteuerungsabhdngig. Es ergibt
sich in erster Ndherung eine lineare Abhdngigkeit des differentiellen Kapa-

zitdtsbelages C' der Diode von der angelegten HF-Spannung V:

C'(v) = Co(V_)- (1 -8V) (1.2.2)

& ist der Nichtlinearitdtsparameter. Betrachtet man die Ladung Q auf den
Platten der Kapazitdt, die den EinfluR des Mediums beschreibt, so zeigt sich,

dal’ es sich um eine quadratische Nichtlinearitdt handelt:

QV) = Co-( V - % Ve ) (1.2.3)

Die beiden wichtigen Eigenschaften des Mediums, Dispersion und Nichtlinear-
itdt, erkennt man auch in der Wellengleichung des Systems, die beispiels-

weise aus dem homogenen Ersatzschaltbild hergeleitet werden kann /9/:

1 1 2
Vox = =7 Vgp = - T SV ) R Vg (1.2.4)

Uo 2Uq
Die Indizes in dieser Gleichung vom Boussinesq-Typ bedeuten partielle Diffe-
rentiation nach der entsprechenden Variablen. Durch eine Koordinatentrans-
formation in ein mitbewegtes System 1dBt sich die Boussinesq-Gleichung in

eine Korteweg-de Vries (KdV) Gleichung umformen /9/:

VE = sz' + & Vo (1.2.5)

Die wichtigsten Losungen dieser Gleichung sind die stationdren Wellen, spezi-

ell die seit langem bekannte Solitonldsung:

V = VS- sech2 ((t'-!/us)/w) (1.2.6)

mit der Geschwindigkeit U Halbwertsbreite w und der Amplitude VS (bei';:f 00)
des Solitons.

Bei periodischen Randbedingungen sind die stationdren periodischen L&sungen



der KdV-Gleichung, die sogenannten cn-Wellen von Bedeutung. Diese lassen

sich durch die Umkehrfunktion eines elliptischen Integrals, die Jacobische
elliptische Kosinusfunktion ausdriicken. Unter der Bedingung groRer Nichtli-
nearitdt und schwacher Dispersion lassen sich diese cn-Wellen sehr gut als

periodische Folge von Solitonen darstellen /10/.

1.3 Fabry-Perot Resonator

SchlieRt man die Hochfrequenzleitung an ihren Enden durch einen Kondensator
der Kapazitdt CM ab, so bewirkt dessen Blindwiderstand in Serie mit dem Ko-
axial-MeRsystem (fiinfzig Ohm) eine Fehlanpassung der Leitung. Dieser Sprung

im Wellenwiderstand verursacht - genau wie ein teildurchldssiger Spiegel in
der Optik - eine teilweise Reflexion der sich ausbreitenden Welle /11,12/.
Zwischen den beiden Spiegeln dieses Fabry-Perot Resonators baut sich durch
Vielstrahlinterferenz der hin- und ricklaufenden Wellen nach einer kurzen
Einschwingzeit eine stehende Welle auf. Konstruktive Interferenz und damit
maximale Transmission des Resonators ergibt sich, wenn die Resonanzbedingung
erfillt ist. Mit der Annahme, daR an den Spiegeln keine zusdtzliche Phasendrehung
erfolgt, muB dazu der Spiegelabstand, das heiRt die Ldnge der Leitung zwischen
den beiden Kondensatoren, einem ganzzahligen Vielfachen der halben Wellen-

ldnge des HF-Signals entsprechen.
DN A .
lo =N —5- N=1,2,... (1.3.1)

Hierbei ist 1, = 90-1 die Linge der Leitung und A ist die Wellenldnge im
Medium des Resonators.

Ist das Medium im Resonator linear, so 1dRt sich das reflektierte, das trans-
mittierte oder auch das Signal im Resonator berechnen. In einem nichtlinearen

Medium dagegen, speziell bei der hier vorliegenden quadratischen Nichtline-



aritdt, werden Oberwellen, sogenannte hdhere Harmonische der eingestrahlten
Welle im nichtlinearen Medium erzeugt, es kommt zu nichtlinearen Wechselwirk-
ungen zwischen den Harmonischen. Durch diese Riickkopplungsmechanismen ist der
Resonator zundchst nicht mehr eindeutig berechenbar. Experimentell findet man
eine Ubertragungskennlinie (Abb 1.3.1), bei der die Leistung am Ausgang des
Resonators bei fester Leistung der anregenden Welle am Eingang des Resonators
- aber unterschiedlicher Vorgeschichte des Systems (Hysterese) - zwei ver-

schiedene Werte annehmen kann /13/. Es liegt Bistabilitdt vor.
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Abb. 1.3.1 (Ubertragungskennlinie eines nichtlinearen

Fabry-Perot Resonators

1.4 Ringresonator

Wahrend sich beim Fabry-Perot Resonator hin- und riicklaufende Wellen {iber-
lagern und so durch eine stehende Welle noch zusdtzliche rdumliche Effekte
auftreten, kann die Welle in einem Ringresonator nur in eine Richtung laufen.
Der Ringresonator wird mit der gleichen Leitung realisiert, dazu werden An-
fang und Ende der Leitung mit einer Koaxialleitung (fiinfzig Ohm) verbunden.
Damit an den Ubergangsstellen nichtlineare Leitung - lineare Koaxialleitung
keine Reflexion auftritt, wird der Wellenwiderstand der nichtlinearen Lei-

tung durch Einstellung des Arbeitspunktes der Dioden auf fiinfzig Ohm abge-



glichen. Uber einen Richtkoppler kann die Welle in definierter Richtung ein-
gekoppelt werden. Der Richtkoppler hat also im Prinzip die Funktion eines
teildurchldssigen Spiegels; selbstverstandlich kann durch den Richtkoppler
auch ein Ausgangssignal ausgekoppelt werden. Resonanz liegt beim Ringreso-
nator vor, wenn die Ldnge 11 des gesamten Ringes gleich einem ganzzahligen

Vielfachen der Wellenldnge A des eingestrahlten Signals ist /14/:
11 = N-A N=1,2,... (1.4.1)

Die konkreten Werte der in diesem Kapitel kurz vorgestellten Leitung und die

des Mediums sind der folgenden Tabelle zu entnehmen:

V_(V) ] ColpF) | L(NH) T Ly(nH) T8OV | uoln/s) K (s5)
4,00 19,81 15.66 1 3,67 10,13 17,66.10" 1 5,30-10"%C
7,00 16,59 116,35 13,59 10,10 19,16 10° 3,67 1070

Ldnge eines Elementes 1=3cm Anzahl der Elemente: 90

Ldnge der Leitung 1,=2,70m Spiegel-Kapazitat CM=4,5pF

Gleichspannungseinkopplung durch fiinf parallele RC-TiefpaBfilter mit je:
Ro = 1 Mo und CR = 3,5 nF

Kleinsignal-Grenzfrequenz: 583 MHz (V_=4,00V) wund 707 MHz (V_=7,00V)
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2 Experimentelle Untersuchungen

Die bei der

Untersuchung eines Fabry-Perot Resonators mit quadratischer Nicht-

linearitdt erstmalig experimentell beobachteten Multistabilitdt dokumentieren-

den Kennlinien /12/ sollen in diesem Kapitel genauer untersucht werden. Dabei

wird sowohl

gleiche von

beim Fabry-Perot als auch beim Ringresonator versucht, durch Ver-

experimentellen Kennlinien verschiedener Ordnung N der Resonanz

eine Systematik zu entdecken, die es erlaubt, die beobachtete Multistabilitat

besser zu verstehen.

2.1 MeRaufbau

Das Blockschaltbild in Abb. 2.1.1 zeigt das Prinzip der verwendeten Aufbauten:

1 2 3 4 5 6 7 8
3) H L HD HT s D——|
T I AM
M r——ffiu
(@ G (@
A D A D A
13 10 M—/f ID 15 16_1/}_ 17170
| BUS ' |
18
19 *¢
Abb. 2.1.1 Blockschaltbild der MeRaufbauten:

1 MeRsender 2/6 Richtkoppler 3 einstellbarer Abschwdcher

4 Verstdrker 5/8 Dampfungsglied 7 MeBRobjekt

9/10/11 MeBgerdt 12 Durchfihrungsadapter des Vektorvoltmeters
13/15/17 Analog-Digital Wandler 14/16 Digital-Analog Wandler
18 IEEE-488 Interface Bus 19 Tischrechner
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Es erwies sich als sinnvoll, die Kennlinien mit Hilfe eines rechnergesteu-
erten (APPLE II) MeBplatzes aufzunehmen. Durch diese Apparatur war es mog-
lich, MeRwerte auszulesen, MeRkurven zu plotten und - was bei teilweise mehr-
fach ineinander verschachtelten Hystereseschleifen wichtig war - die zu vari-
ierenden Parameter driftfrei und reproduzierbar einzustellen.

Der HF-Generator 1 liefert ein Signal, dessen Frequenz f iber den Richt-
koppler 2 vom Frequenzzdhler 9 gemessen und iUber den Bus 18 dem Tischrechner
19 mitgeteilt wird. Nach dem einstellbaren Abschwdcher 3 , dem Verstdrker 4
und dem Ddmpfungsglied 5 gelangt das HF-Signal zum Richtkoppler 6. Hier wird
durch die Tastspitze im Durchfihrungsadapter 12 des Vektorvoltmeters 10 die

Amplitude V des hinlaufenden Signals gemessen und mit dem programmier-

1 IN
baren Digitalvoltmeter 15 dem Rechner iUbermittelt. Dieser kann aus der Ampli-
tude - falls erwilnscht - die Leistung des Signals berechnen. Nachdem so die
Amplitude ermittelt wurde, gelangt das Signal zum MeBobjekt 7. Die das MeR-
objekt verlassenden Signale werden - falls notig, nach Passieren eines Damp-
fungsgliedes 8 - vom MeBgerdt 11 detektiert. Hierbei kann es sich um einen
Spektrumanalysator, ein LeistungsmeBgerdt (HP 432 A ) oder - falls selektiv
die Amplitude V ouT einer bestimmten Frequenz gemessen werden soll - um die
Tastspitze eines Vektorvoltmeters in einem Durchfiihrungsadapter handeln. Mit
dem programmierbaren Digitalvoltmeter 17 wird die entsprechende GroRe lber
den Bus 18 dem Mikrocomputer 19 Ubergeben.

Die aus den Wertepaaren entstehende Kennlinie kann vom Mikrocomputer 19 mit
dem Plotter 16 graphisch dargestellt werden. Mit entsprechenden Programmen
kann durch den Rechner 19 {iber ein programmierbares Netzgerdt 14 wahlweise
entweder - bei konstanter Frequenz - die Amplitude des HF-Signals am Ver-
stdrker 4 stufenlos geregelt werden (AM) oder - bei konstanter Amplitude -

die Frequenz des HF-Generators 1 variiert werden (FM). Als Kennlinie des

MeRobjektes kann so entweder die amplitudenabhdngige oder die frequenzab-
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hdngige Transmission verstanden werden. Dabei besteht iiber den Rechner jeder-
zeit die Moglichkeit eines Eingriffs in die Messung, es kann sowohl die Ge-
schwindigkeit als auch die Richtung der Anderung vorgegeben werden.

Bei dem MeRobjekt 7 kann es sich sowohl um den Fabry-Perot als

auch um den Ringresonator handeln.

20 21 22
_———y — _H_ - - _H_ — — — Abb. 2.1.2
MeRobjekt Fabry-Perot
20/22 Kondensator

21 nichtlineare Leitung
S

23 Gleichspannungsquelle

____,__JX m "[_,__ Abb. 2.1.3

24 25 MeRBobjekt Ringresonator

21 nichtlineare Leitung

21 23 Gleichspannungsquelle

T 24/25 Richtkoppler
23 (:::)

Beim Fabry-Perot Resonator (Abb. 2.1.2) besteht das MeRobjekt 7 aus den beiden

Kondensatoren 20 und 22, die die Spiegel des Resonators darstellen, der nicht-
linearen Leitung 21 als Medium des Resonators und der Gleichspannungsversor-
gung 23 der Leitung.

Wenn der Ringresonator als MeRobjekt 7 dient, wird das HF-Signal durch den
Richtkoppler 24 in definierter Richtung (im Uhrzeigersinn) eingekoppelt und

am Richtkoppler 25 wird das transmittierte Signal ausgekoppelt (Abb. 2.1.3).

21 und 23 stellen wie bei Abb. 2.1.2 die nichtlineare Leitung und deren Gleich-

spannungsversorgung dar.



- 13 -

2.2 MeBergebnisse

2.2.1 Amplitudenabhdngige Transmission

In diesem Abschnitt werden sogenannte Ubertragungskennlinien vorgestellt
und diskutiert. Bei konstanter Frequenz f des den Resonator anregenden Si-
gnals wird die Abhdngigkeit des transmittierten vom anregenden Signal unter-

untersucht.

Ausgangsleistung

Eingangsleistung

Abb. 2.2.1.1 {bertragungskennlinie des Fabry-Perot Resonators

Die Abb. 2.2.1.1 zeigt eine solche beim Fabry-Perot Resonator gemessene Kenn-
linie der Ordnung N = 4 . Bei dieser 4-;%— - Resonanz wird die totale Ausgangs-
leistung des Resonators, die aus den Signalamplituden verschiedener im Reso-
nator erzeugter Frequenzen resultieren kann, als Funktion der Eingangsleistung
des Signals mit der Wellenldnge A detektiert.

Mit steigender Eingangsleistung wdchst auch die transmittierte Leistung lang-
sam an (Zustand 1 ), bis bei einem ersten kritischen Wert der Eingangsleistung
die Ausgangsleistung plétzlich sprungartig - das'heiBt unstetig - einen etwa

doppelt so groBen Wert annimmt. Man sagt, das System springt in den Zustand 2 .



- 14 -

Wird die Eingangsleistung jetzt wieder verkleinert, so nimmt auch die trans-
mittierte Leistung stetig ab, bis bei einem zweiten kritischen Wert der Ein-
gangsleistung, der deutlich kleiner als der erste kritische Wert ist, sprung-
artig der Zustand 1 wieder eingenommen wird.

Die Hystereseschleife ist jetzt geschlossen, es liegt Bistabilitdt vor, denn
zu einem Eingangsleistungswert, der zwischen den beiden kritischen Werten

- den Schwellenwerten - liegt, sind - je nach Vorgeschichte des Systems - zwei
verschiedene Ausgangsleistungswerte mdglich.

Erhéht man die Ausgangsleistung noch weiter, nachdem das System in den Zu-
stand 2 gesprungen ist, so stellt man fest, daB es drei weitere Schwellen-
werte der Eingangsleistung gibt, bei denen die transmittierte Leistung weiter
sprungartig ansteigt. Man erreicht so nacheinander die Zustdnde 3, 5 und 6 .
Verkleinert man im Zustand 6 die Eingangsleistung, so fdallt auch die trans-
mittierte Leistung stetig wieder ab, bis sie an einem weiteren Schwellenwert
sprungartig einen Wert annimmt ( Zustand 4 ), der - hier - geringfiigig klei-

nerer Ausgangsleistung als Zustand 3 entspricht. DaB es sich hier nicht um

eine experimentell bedingte Verschiebung des Zustandes 3 handelt, sondern
daB sich im Resonator ein grundsdtzlich anderer Zustand 4 eingeschwungen
haben muB, erkennt man, wenn die anregende Leistung wieder erhtht wird: Sie
kann iber den Schwellenwert des Zustandes 3 hinaus erhoht werden, der Sprung
des Zustandes 4 in den Zustand 5 héherer Tansmission erfolgt erst bei einem
deutlich groBeren Schwellenwert.

Durch noch mehrmaliges VergréfRern und Verkleinern der anregenden Leistung
kann man jeden der jetzt sechs Zustdnde 1-6 erreichen und die Kennlinie ver-
vollstédndigen, das heiBt fiir jeden Zustand den oberen Sprungpunkt (zu hoherer
Transmission ) und den unteren Sprungpunkt (zu niedrigerer Transmission )
feststellen. Der Zustand niedrigster (1) und héchster (6) Transmission be-

sitzen selbstverstdndlich nur einen Schwellenwert.
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Es bleibt festzuhalten, daB die Kennlinie echte Multistabilitdt zeigt, es
gibt zu einem Wert der Eingangsleistung bis zu vier verschiedene Werte der
transmittierten Leistung. Bei dieser Resonanz N = 4 gibt es funf verschiedene
Stufen der Ausgangsleistung, wobei zusdtzlich noch eine Stufe in zwei Zustdnde
aufgespalten ist, die sich beziglich der Leistungstransmission nur gering-
fligig unterscheiden. Man kdnnte von einer Entartung dieser Stufe sprechen.

Es existieren sechs verschiedene Zustdnde.

Untersucht man das Frequenzspektrum des transmittierten Signals, so wird be-
stdtigt, dak es sich um sechs klar voneinander zu trennende, eindeutig ver-
schiedene Schwingungszustdnde des Resonators handelt. Abb. 2.2.1.2 zeigt die
mit einem Spektrumanalysator in den sechs Zustdnden registrierten Amplituden

der transmittierten Fourierkomponenten unterschiedlicher Frequenz.

f

b m £ o @
= V"
.-*_E—L 2f
£ 1] L
Frequenz —»
£ of 3) I ZI ) Abb. 2.2.1.2
by ‘ Fourierspektren der Zustdnde
| L H‘l. ‘I]‘Y"”]l \ ‘ 1-6 der Ubertragungskennlinie
IHIML, H\H“ 1im 1\.‘11143 ém!J m W HHII der Ordnung N = 4 des Fabry -
Perot Resonators
o . f2 6)
L ¢

Bei kleinen Eingangsleistungen werden durch den EinfluB der Nichtlinearitdt
Oberwellen, zundchst hauptsdchlich die zweite Harmonische, generiert (Zu-
stand 1 ). Bei hoheren Leistungen der anregenden Welle entstehen bei bestimmten

Schwellenwerten der Eingangsleistung neben den hoheren Harmonischen auch
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Subharmonische und deren Oberwellen. Die Schwellenwerte sind identisch mit
jenen Werten der Kennlinie, bei denen sich sprungartig die Transmission &ndert.
Jedem Zustand 1-6 der Kennlinie kann das dafir typische Spektrum 1-6 zuge-
ordnet werden.
Im Zustand 1 liegt nur die Frequenz der anregenden Welle und die zweite Har-
monische vor, im Zustand 6 auch weitere Harmonische bis zur Grenzfrequenz,
der Zustand 4 wird durch Oberwellen von —g— (Frequenzhalbierung) beschrieben.
Die Zustdnde 2 , 3 und 5 lassen sich durch Vielfache von —gf-(Frequenzvier—
telung) beschreiben, wobei beim Zustand 5 die Harmonischen der anregenden
Frequenz deutlich gréBere Amplituden besitzen und beim Zustand 3 die —g— -
Subharmonische und ihre ungeradzahligen Vielfachen fehlen.
Diese typische Form verdndern die Spektren nicht, wenn die Eingangsleistung
innerhalb eines Zustandes variiert wird. Auch die beiden an Hand der Trans-
mission nur schwer zu trennenden Zustdnde 3 und 4 der entarteten Stufe sind
hier eindeutig voneinander zu unterscheiden.
Die Entstehung dieser Frequenzen ist, wie man leicht sieht, mit der Ordnung
N = 4 der Resonanz verkniipft. Die niedrigste resonanzfdhige Frequenz - die
Eigenfrequenz des Resonators - ist gerade —gf-. Der Zustand hochster Trans-
mission (6) ist wie der Zustand niedrigster Transmission (1) dadurch ausge-
zeichnet, daB nur hohere Harmonische der eingestrahlten Frequenz f auftreten.
Durch eine Langzeitmessung wurde im Rahmen der MeRgenauigkeit

( 107/

) der verwendeten Apparatur(Frequenzzahler,usw.) bestdtigt, daB sich
die Fourierkomponenten des Spektrums wirklich wie natirliche Zahlen zuein-
ander verhalten.

Die Abb. 2.2.1.3 zeigt die selektiv bei der Frequenz f gemessene (Ubertragungs-
kennlinie, das heiflt, es wird selektiv nur die Amplitude des transmittierten
Signals mit der Frequenz f gemessen und gegen die Anregungsamplitude aufge-

tragen. Die Kennlinie unterscheidet sich, wie im folgenden dargelegt wird,

nur wenig von der oben vorgestellten integral aufgenommenen Kurve.
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Abb. 2.2.1.3
Selektive Ubertragungskennlinie
des Fabry-Perot Resonators

Ausgangsamplitude bei f

Eingangsamplitude

Es gibt auch hier fiinf Stufen, auch hier ist die mittlere Stufe entartet, so
daB insgesamt sechs verschiedene Zustdnde vorliegen. Am hier allerdings steil
ansteigenden Zustand 1 ist deutlich zu sehen, daB bei steigender Anregungs-

amplitude zunichst die transmittierte Amplitude bei der Frequenz f ebenfalls
groRer wird. Beim Schwellenwert fdllt die transmittierte Amplitude sprung-

artig ab. Offensichtlich wird jetzt Energie der ersten Harmonischen dazu ver-
wendet, um aus dem Rauschen Subharmonische zu generieren. Die Schwellenwerte

der einzelnen Zustdnde stimmen ebenfalls mit der integral gemessenen Kurve

iberein.
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2 I: Abb. 2.2.1.4

g? | Selektive Ubertragungskennlinie
Ei VY + der Ordnung N = 4 des
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Eingangsamplitude
Die Abb. 2.2.1.4 enthilt MeBergebnisse, bei denen selektiv die Amplitude bei
der Frequenz —%—-f bei der Ordnung N = 4 des Fabry-Perot Resonators gemessen
und gegen die Anregungsamplitude aufgetragen wurde. Diese Kurve unterscheidet

sich grundsdtzlich von den bisher vorgestellten Kennlinien. Es treten nur
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drei verschiedene Zustdnde auf. Das war auch zu erwarten, denn bei nur drei
von Sechs Zustdnden war im zugehdrigen Frequenzspektrum eine Frequenzvier-
telung zu beobachten (vgl. Abb. 2.2.1.2). An dieser Kennlinie ist sehr schon
zu erkennen, daf die Subharmonischen - hier das —%—-f-Signal - sprungartig
aus dem Rauschen entstehen und auch wieder verschwinden. Dieses Phdnomen ist
auch bei den sogenannten parametrischen 0Oszillatoren gut bekannt /15/.

Fir einen Vergleich dieser bei einem Fabry-Perot Resonator ge-

messenen Kennlinien der Ordnung N = 4 mit Kennlinien des Ringresonators, ist

in Abb. 2.2.1.5 eine solche selektiv gemessene Kennlinie der Ordnung N = 5

aufgetragen.

AUSGANGSAMPLITUDE

Abb. 2.2.1.5 {(bertragungskennlinie des Ringresonators, Ausgangsamplitude
selektiv bei der Frequenz f der anregenden Welle gemessen

Im ersten Teil der Kennlinie (Eingangsamplitude klein) fdllt wieder der steile
Anstieg des Zustandes 1 auf, auch hier fdllt die transmittierte Amplitude bei
Erreichen eines Schwellenwertes wegen der Generation von Subharmonischen
sprungartig ab. Es gibt bei dieser Ordnung N = 5 der Resonanz allerdings sechs
verschiedene Stufen der Transmission, von denen sogar die beiden mittleren

entartet sind (Zustand 3 und 4 , bzw. Zustand 5 und 6).
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Das Aussehen der wiederum selektiv bei der Anregungsfrequenz f gemessenen

Kennlinie der Ordnung N = 6 des Fabry-Perot Resonators Abb. 2.2.1.6 bestdtigt

die zusammenfassende Beschreibung der Kennlinien:

AUSGANGSAMPLITUDE

I | i | | | j

EINGANGSAMPLITUD

Abb. 2.2.1.6 Ubertragungskennlinie des Fabry-Perot Resonators, Ausgangsampli-
tude selektiv bei der Frequenz der anregenden Welle gemessen

Bei Fabry-Perot und Ringresonator ist der erste Zustand - selektiv gemessen -
immer steil ansteigend, es werden nur héhere Harmonische generiert. Bei den
folgenden flacheren Stufen liegt Subharmonischengeneration vor, der Zustand
maximaler Transmission ist dadurch gekennzeichnet, daB wieder nur héhere
Harmonische auftreten, die Subharmonischen sind verschwunden. Bei einer Reso-
nanz der Ordnung N gibt es N+1 Stufen der Transmission, von denen einige
mehrfach - bei N = 6 sogar dreifach - in klar voneinander zu trennende Zu-
stdande mit teilweise unterschiedlichen Schwellenwerten entartet sein kdnaen.

Die beiden ersten und die beiden letzten Stufen sind nie entartet.
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2.2.2 Frequenzabhdngige Transmission

Als zweiter Schritt wird in diesem Abschnitt die Untersuchung der Kennlinien
fortgesetzt, indem sogenannte Resonanzkurven gemessen werden. Dabei wird - bei
konstanter Amplitude der anregenden Welle - die Abhdngigkeit des transmittie-

rten Signals des Resonators von der Frequenz der anregenden Welle detektiert.

r ' 1

AUSGANGSLEISTUNG

97 160 | 103
FREQUENZ (MHz)

Abb. 2.2.2.1 Resonanzkurve des Fabry-Perot Resonators

Die Abb. 2.2.2.1 und 2.2.2.2 zeigen zwei solcher Resonanzkurven, die beide

bei der Ordnung N = 7 des Fabry-Perot Resonators gemessen wurden. Bei beiden
Kennlinien wurde der Resonator mit der gleichen konstanten Amplitude angeregt
und die Frequenz f der anregenden Welle (ber den gleichen Bereich variiert.
Die Abb. 2.2.2.1 zeigt die gesamte vom Resonator transmittierte Leistung,
wihrend in Abb. 2.2.2.2 selektiv die Amplitude des transmittierten Signals

bei der Anregungsfrequenz f aufgenommen wurde.

Diese Resonanzkurven entstehen prinzipiell auf die gleiche Art wie die Multi-
stabilitdt zeigenden Ubertragungskennlinien. Mit steigender Frequenz f der

anregenden Welle steigt auch die Transmission des Resonators bis zu einem
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AUSGANGSAMPLITUDE

37 100 103
FREQUENZ (MHz)

Abb. 2.2.2.2 Resonanzkurve des Fabry-Perot Resonators, Ausgangsamplitude
selektiv bei der Frequenz f der anregenden Welle gemessen
maximalen Wert (Zustand 8){ um dann in den Zustand 7 niedrigerer Transmission
zu springen. Verringert man jetzt die Anregungsfrequenz wieder, so sinkt die
Transmission stetig weiter ab, um an einem zweiten Schwellenwert der Anre-
gungsfrequenz wieder in den Zustand 8 hoéherer Transmission zu springen. Durch
Erhdhen der Anregungsfrequenz im Zustand 7 lassen sich weitere Zustdnde 6-1
mit niedrigerer Transmission feststellen, und durch entsprechendes Absenken
der Frequenz kann eine aus geschlossenen Hystereseschleifen zusammengesetzte
Resonanzkurve aufgenommen werden.
Wie auch bei den Ubertragungskennlinien unterscheiden sich die bei einer
Ordnung der Resonanz gemessene integrale und selektive Resonanzkurve nur in
einem - entsprechenden - Detail. Auch hier, bei beiden Resonanzkurven der
Ordnung N = 7 , gibt es N+1 = 8 verschiedene Stufen der Transmission. Die
Kurven unterscheiden sich - wie die Ubertragungskennlinien - nur darin, daR
die Stufen bei der Messung der Leistungstransmission voneinander getrennt

sind, wdhrend sich bei der selektiven Messung Zustdnde niedrigerer Trans-
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mission schneiden. Im Zustand niedrigster Transmission (1) werden zunichst

nur hohere Harmonische erzeugt. Bei einem Schwellenwert kommt es wieder zur
Generation von Subharmonischen, so daB die Energie, die im Resonator in den
Harmonischen - also auch in der in Abb. 2.2.2.2 gemessenen ersten Harmonischen -
gespeichert war, jetzt auch in den Subharmonischen gespeichert wird. Es wird

ein Zustand von - selektiv - noch niedrigerer Transmission eingenommen. Im
Gegensatz zu den Ubertragungskennlinien wurde hier keine Entartung der ver-

schiedenen Stufen beobachtet.

T/ N=6
O !
prd ;
-
—
wn
LLl 1
—
)]
() —3
= 2
) 1
< ~ — i/
83 88

FREQUENZ (MHz)

Abb. 2.2.2.3 Resonanzkurve des Fabry-Perot Resonators

Das gilt auch fir die Abb. 2.2.2.3 , die die Resonanzkurve der Ordnung N = 6
des Fabry-Perot Resonators zeigt. Diese Kennlinie, bei der wieder die Aus-
gangsleistung als Funktion der Anregungsfrequenz gemessen wurde, gleicht sehr
der Abb. 2.2.2.1 . Einziger Unterschied: Es gibt nicht acht, sondern nur
sieben Stufen der Transmission, die aber ebenfalls nicht entartet sind.

Die selektiv gemessene Resonanzkurve der gleichen Ordnung N = 6

des Ringresonators zeigt ebenfalls sieben Stufen der Transmission (Abb. 2.2.2.4),

von denen sich einige niedrigerer Transmission (vgl. Abb. 2.2.2.2) schneiden.
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AUSGANGSAMPLITUDE

132 138

FREQUENZ (MHz)

Abb. 2.2.2.4 Resonanzkurve des Ringresonators, Ausgangsamplitude selektiv
bei der Anregungsfrequenz gemessen

Hier tritt auch der von den Ubertragungskennlinien bekannte Effekt der Ent-

artung einer Stufe auf. Zwei Stufen sind in jeweils zwei Zustdnde aufgespalten

(Zustand 3 und 4 , bzw. Zustand 8 und 9 ), die mittlere Stufe ist sogar drei-

fach entartet (Zustdnde 5, 6 und 7 ), so daB insgesamt elf verschiedene Zu-

stdnde vorliegen.

Eine auf den ersten Blick grundsdtzlich andersartige Resonanzkurve zeigt die

Abb. 2.2.2.5 , bei der die gesamte transmittierte Leistung bei der Ordnung

N = 4 des Fabry-Perot Resonators als Funktion der Anregungsfrequenz aufge-

tragen wurde.

Es sind neun Transmissionsstufen erkennbar, von denen nur eine entartet ist,

die Kurve ist hochstens tristabil. Da der Zustand maximaler Transmission (5)

hier nicht im unteren Frequenzbereich dieser Ordnung der Resonanz liegt, wie

es bei den anderen Resonanzkurven der Fall war, liegt es nahe, sich die Kurve

- etwa durch einen senkrechten Trennstrich bei 56,4 MHz - in zwel Frequenzbe-

reiche aufgeteilt vorzustellen. Jetzt fdllt auf, daB alle Hystereseschleifen

des rechtsseitigen Teils der Resonanzkurve eine dhnliche Form haben und Uber-
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AUSGANGSLEISTUNG
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Abb. 2.2.2.5 Resonanzkurve des Fabry-Perot Resonators mit Vorresonanz

einander liegen, wdhrend alle Hystereseschleifen im linksseitigen Teil der
Resonanzkurve nebeneinander angeordnet sind. AuBerdem sieht der rechte Teil
der Resonanzkurve jetzt genauso aus, wie man es durch die Resonanzkurven
héherer Ordnung von einer Kurve der Ordnung N = 4 erwartet hdtte: Finf deut-
lich Ubereinander angeordnete Stufen der Transmission. Erhartet wird diese
Interpretation der Kurve durch die in den Zustdnden gemessenen Frequenzspek-
tren: Im Zustand maximaler (5) und minimaler Transmission (1) sind nur hohere
Harmonische der Anregungsfrequenz vorhanden, in den Zustdnden 2 , 3 und 4
liegt Subharmonischengeneration - Frequenzviertelung - vor.

Bei dem linken Teil der Resonanzkurve liegen ebenfalls finf Transmissions-
stufen vor, denn der Zustand 5 des rechten Teils der Kurve ist gleichzeitig
ein Zustand der linken Kurve. Bei dem Zustand 10 treten im Frequenzspektrum
ebenso wie im Zustand 5 nur hdhere Harmonische der Anregungsfrequenz auf. Die
mittlere Stufe ist entartet (Zustand 7 und 8), im Zustand 7 tritt Frequenz-
halbierung, in allen anderen Zustdnden(6,8 und 9) Frequenzviertelung auf.

Es erscheint daher gerechtfertigt, von einer Vorresonanz der
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vierten Ordnung zu sprechen. Diese Bezeichnung ist auch berechtigt,wenn man
bedenkt, daB groBRe Teile dieser Vorresonanz noch unterhalb der Kleinsignal-
resonanzfrequenz von 56,13 MHz der Ordnung N = 4 liegen. Bei diesem Medium
kommt es durch die nichtlinearen Effekte bei groBeren Anregungsamplituden
sonst zu einer Resonanzfrequenzverschiebung zu hdheren Frequenzen /12/.

In diesem Abschnitt wurden die bei den Ubertragungskennlinien
gewonnenen Erkenntnisse, wie im folgenden kurz zusammengefaBRt wird, auch fir
Resonanzkurven bestdtigt. Bei einer Resonanz der Ordnung N gibt es N+1 ver-
schiedene Stufen der Transmission. Einige dieser Stufen kénnen in mehrere
Zustdnde entartet sein. Im Zustand minimaler und maximaler Transmission be-
steht das Frequenzspektrum nur aus hoheren Harmonischen der Anregungsfrequenz,
in den anderen Zustdnden liegt Subharmonischengeneration vor. Die bei Fabry -

Perot Resonator und Ringresonator auftretenden Kennlinien sind vergleichbar.
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3 Solitonenzustdande und Multistabilitat

In diesem Kapitel wird mit dem fir KdV-Medien sehr erfolgreichen Solitonen-
konzept versucht, ein besseres Verstdndnis und eine genauere Beschreibung

und Vorhersage der Multistabilitdt zu ermdglichen.

3.1 Parametrischer Pulsgenerator

Die Wellenausbreitung in KdV-Medien kann auf besonders anschauliche Weise
durch die Bewegung und Wechselwirkung von Solitonen charakterisiert werden.
Dieses Solitonenkonzept sollte sich auch auf den Rescnator mit seinen peri-
odischen Randbedingungen ibertragen lassen. Dies wird im folgenden unter-
sucht werden.

Solitonen im Resonator erfordern eine Beridcksichtigung der rdumlich und zeit-
lich periodischen Randbedingungen des Resonators und der Wechselwirkung der
Solitonen mit der anregenden elektrischen Pumpwelle. Bei der Untersuchung

der Ausbreitung von Solitonen in einem Medium, dessen Parameter sich wdhrend
der Ausbreitung dndern, weil sie durch eine externe Pumpe moduliert werden,
entstand das Modell des parametrischen Pulsgenerators (PPG) /16/.

Bei diesem Modell des PPG stellt man sich vor, daB den Solitonen, die im
System durch die unvermeidbare Dampfung Verluste erleiden, durch eine Pump-
welle, die in die gleiche Richtung lauft, Energie zugefihrt wird. Flr eine
KdV-Gleichung mit zusdtzlichen Verlusten und Inhomogenitdten wurden verschie-
dene stabile Gleichgewichtszustdande berechnet, die stabilen, sich in Synchro-
nisation mit einer Pumpwelle fortbewegenden Solitonen entsprechen /16/. Dieses
Gleichungssystem hat diegleiche Form, wie die Gleichungen, die ein Teilchen
in einem Zyklotron beschreiben.

Auch ohne ein solches Gleichungssystem hier explizit zu berechnen, kann man

doch Aussagen Uber die mdglichen Ldsungen machen. Das soll hier am Beispiel
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des Ringresonators geschehen, weil die Analogie zum Zyklotron evident ist.
Die eingekoppelte Welle kann sich nur in einer Richtung ausbreiten, es treten
keine rdumlichen Effekte durch gegenldufige Wellen auf.

Ein Ringresonator ist in Resonanz, wenn Seine Ldnge einem ganzzahligen Viel-
fachen N der Wellenldnge entspricht. Es befinden sich also gerade N Wellen-
langen im Resonator, nach N zeitlichen Perioden der anregenden Frequenz f ist
der Ring gerade einmal durchlaufen worden. Bei der Ordnung N = 4 zum Beispiel
dauvert ein Umlauf der Pumpwelle gerade vier Perioden der Anregungsfrequenz.

Befindet sich jetzt ein stabiles Soliton im Resonator, so dauert dessen Um-

lauf, der ja mit dem der Pumpwelle synchronisiert ist, ebenfalls vier zeit-
liche Perioden der Anregungsfrequenz, es liegt Frequenzviertelung vor!
Untersucht man an einer beliebigen Stelle des Ringresonators den
zeitlichen Verlauf der Wellenform, so wird man die vier Perioden der Pump-
welle beobachten, die sich nach jedem Umlauf wiederholen. Einer dieser vier
Perioden ist allerdings das Soliton iberlagert. Man beobachtet also dreimal
eine niedrige Amplitude (der Pumpwelle) und einmal eine groBere Amplitude
(von Pumpwelle mit Soliton) und das immer wieder, bei jedem Umlauf. Man
kdnnte diesen Zustand durch das Bitmuster 1 0 0 0 beschreiben, wobei die 1
bedeuten soll, es befindet sich ein Soliton auf der Pumpwelle und die 0 , es
befindet sich kein Soliton aufder Pumpwelle. Dabei ist es gleichgiiltig, das
heiRt nicht unterscheidbar, in welcher Periode der Pumpwelle sich das Soli-

ton befindet. Das bedeutet aber, die Bitmuster

1000 ,
0100 ,
0010 und
0001 ,

die durch zyklische Vertauschung auseinander hervorgehen, sind identisch,
weil die Perioden der Pumpwelle nicht zu unterscheiden sind. Anders ausge-
drickt, durch die Periodizitdt ergeben alle diese Bitmuster bei mehrfacher

Hintereinanderreihung die gleiche Wellenform:
.010001000100010. ...
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Befinden sich jetzt zwei stabile Solitonen im Resonator, denen beiden durch

die Pumpwelle parametrisch Energie iUbertragen wird, so durchlduft auch hier-
bei jedes Soliton innerhalb von vier Perioden der Anregungsfrequenz einmal
den Ring. Wenn die Solitonen auf zwei aufeinanderfolgenden Perioden der Pump-
welle sitzen, so 1dBt sich das - analog zu oben - durch das Bitmuster 1 1 0 0O

ausdricken. Wiederum sind die Bitmuster

1100 ,
0110 ,
0011 und
1001

identisch, da sie durch zyklische Vertauschung auseinander hervorgehen und

somit die gleiche Wellenform reprdsentieren:
..01100110011001. ...

Da sich die Wellenform erst alle vier Perioden wiederholt, liegt auch bei

diesem Zustand 1 1 0 0 eine Frequenzviertelung vor.

Man erkennt aber sofort, daB sich die beiden Solitonen genauso gut auf zwei

Perioden der Pumpwelle befinden konnen, die durch eine weitere Periode ge-

trennt sind, entsprechend dem Bitmuster 1 0 1 0 . Dieses Bitmuster ist in

sich schon periodisch, weil nicht nur die Perioden der Pumpwelle, sondern

auch die Solitonen ununterscheidbar sind. Das drickt sich auch darin aus, daB

es zum Zustand 1 0 1 0 nur ein identisches Bitmuster gibt
1010 und
o101 ,

welches zur gleichen Wellenform fihrt:

...101010101010101. ...
Diese Wellenform wiederholt sich schon nach zwei Perioden der Pumpfrequenz,
es tritt also eine Halbierung der Frequenz auf. Wir haben hier eine Entartung
des Zustandes " Zwei Solitonen im Resonator " durch die Anordnungsmoglich-
keiten der beiden Solitonen gefunden ! Diese Tatsache wird auch sofort deut-
lich, wenn man sich den Ringresonator als Kreis mit vier Pldtzen fir die vier

Pumpperioden vorstellt:
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1.Periode 2.Periode 3.Periode 4.Periode usw. wie vorne

1 0
0 O 1 1
1 0
1.Periode 2.Periode usw. wie vorne
Wenn nach jeder Pumpperiode um einen Platz weitergerickt wird, sind die obigen

Periodizitdten unmittelbar einsichtig.

Der Zustand '"Drei Solitonen im Resonator" wird durch das Bitmuster 1 1 1 0

ausgedrickt, alle anderen Anordnungen

o111 ,
1011 und
17101

fithren zur gleichen Wellenform. Da sich die Wellenform erst nach vier Perioden
der Pumpfrequenz wiederholt, liegt Frequenzviertelung vor.

Anders verhdlt es sich mit dem Zustand "Vier Solitonen im Resonator", wenn

also jede der vier Perioden der Pumpwelle im Resonator ein Soliton transpor-

tiert, ist die Periode der Wellenform gleich der Pumpperiode.

Es gibt also finf verschiedene stabile Gleichgewichtszustdnde, die sich durch
die Anzahl und Anordnung der Solitonen im Resonator unterscheiden. Beriicksich-
tigt man noch zusdtzlich die triviale Losung "Kein Soliton im Resonator", so

gibt es bei der Ordnung N = 4 der Resonanz sechs mogliche Zustdnde, die sich

durch die folgenden Bitmuster darstellen lassen:
0000

1000

1100

1010

1110

17111

Der Vergleich mit der experimentellen Ubertragungskennlinie (Abb. 2.2.1.1) be-
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statigt diese Uberlegungen, denn auch dort wurden sechs verschiedene stabile
Zustdnde beobachtet. Die dort gemessenen Frequenzspektren stimmen sogar mit
den hier beobachteten Fdllen von Periodizitdt uUberein: Neben zwei Zustdnden
mit der Periodizitdt der Pumpfrequenz(Zustand 1 und 6 , bzw. Bitmuster 0 0 0 O
und 1 1 1 1) gibt es drei Fdlle von Frequenzviertelung(Zustand 2 , 3 und 5 ,
bzw, Bitmuster 1000, 1100 und 11 10) und in einem Fall Frequenz-
halbierung(Zustand 4 und Bitmuster 1 0 1 0) !
Es ist deswegen von groBem Interesse, allgemein angeben zu kénnen, wie groB
die Anzahl A der mdglichen Zustdnde bei einer Resonanz der Ordnung N ist.
Aus der Kombinatorik ist bekannt, daB es bei zum Beispiel N Minzenwiirfen
(Pumpperioden), wo ja zwei Ereignismdglichkeiten "Kopf" (Soliton auf Pumpwelle)
oder "Zahl" (nur Pumpwelle) existieren, 2N verschiedene Moglichkeiten von
Ereigniskombinationen (Anordnungen) gibt.

z.B.: Kopf Zahl Kopf (entspricht 10 1)
Da hier aber alle Moglichkeiten, die durch zyklisches Vertauschen ineinander
ibergehen, identisch sind, missen sie als eine Mdglichkeit gezdhlt werden. Bei
N zur Verfigung stehenden Pldtzen kann eine Anordnungsmoglichkeit gerade N-mal
zyklisch vertauscht werden, bis sie wieder in sich selbst ibergeht.

z.B.: 101 110 011 UsSW. wie vorne

1.Vert. 2.Vert. 3.Vert.
N

auf —%—— ver-

ringert. Die beiden Mgglichkeiten N-mal Kopf ( 1 1 1 ) und N-mal Zahl( 0 0 0 )

Die Anzahl der wirklichen Moglichkeiten wird dadurch von 2N

konnen nicht zyklisch vertauscht werden, sie missen also vor der Reduzierung

subtrahiert und danach wieder addiert werden:

Diese Formel gilt aber nur, wenn N eine Primzahl ist, und dadurch weitet sich
dieses Problem von der Kombinatorik auf die Zahlentheorie aus. Ist N namlich

keine Primzahl, so gibt es Anordnungsmdglichkeiten, die nicht nach N-maliger,
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sondern schon nach d-maliger zyklischer Vertauschung in sich selbst ibergehen,
wobei d ein Teiler von N ist. Ein Beispiel dafiir haben wir bei N = 4 mit dem
Teiler d = 2 schon gesehen:

1010 0101 UsSw. wie vorne
1.Vert. 2.Vert.

Die Anzahl aller Moglichkeiten bei einer beliebigen Zahl N ist 2N und setzt
sich zusammen aus der Summe aller Moglichkeiten mit der Periodizitdt d, wobei
d Teiler von N ist.
z.B.: N=4  ergibt 2% - 16 Moglichkeiten, namlich:
Teiler d=1 mit 2 MOglichkeiten
0000 1111
Teiler d=2 mit 2 Moglichkeiten

1010
0101

Teiler d=4 mit 12 Moglichkeiten

1000 1100 1110
6100 0110 0111
0010 0011 1011
0001 1001 1101

Allgemein kann man dies folgendermaBen schreiben:

> f(d) = 2N (3.1.1)
d

N

also hier: f(1) + f(2) + f(4) =2
2 + 2 + 12 =16

Dabei bedeutet das Zeichen EE: : Aufsummierung Uber alle Teiler d der
d

Zahl N , wobei die f(d) die Menge aller Anordnungsméglichkeiten mit der Peri-
odizitdt d darstellen.
Die wirkliche Anzahl A der Moglichkeiten bei einer beliebigen Zahl N - also

die Anzahl der mdglichen Zustdnde bei der Ordnung N der Resonanz - ergibt
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sich jetzt durch Aufsummierung der durch den Teiler d ( die Periode ) redu-

zierten Moglichkeiten f(d):

any = 5 fd) (3.1.2)

Verwendet man an Stelle der G1.(3.1.1) die sogenannte M&bius-Umkehrung Gl.(3.1.3),
so kann man - mathematisch eleganter - eine explizite Gleichung fir die f(d)

angeben. Seien q wiederum alle Teiler der Zahl d, so gilt:

flo) =S ula) - 2%, (3.1.3)
q
wobei
1 fiir q=1
u(q) = <4 (-1 fir quadratfreies q
0 sonst

die zahlentheoretische M&bius-Funktion ist. r ist hierbei die Anzahl der Prim-
faktoren von gq. Mit quadratfrei ist gemeint, daB bei der Primfaktorzerlegung
von g kein Primfaktor mehrmals auftreten darf. So ist zum Beispiel 6=2-3
quadratfrei und 12= 2-2-3 nicht. Als Beispiel fir die Anwendung der Gl1.(3.1.2)

wird hier die maximale Anzahl der Zustdnde bei der Ordnung N = 8 der Resonanz

berechnet:
A(8) =§;: féd) _
IR CORO S {C B 1)
mit F(1) = p(n)- 21 21222
f(2) = u(n)- 2270+ (e 227 -
=122 -2l a2
£(a) = u(n- 2411 uee) 22 4y M-
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und £(8) = p(1)-28"1 4 0(2)-28/2 4 u(a)-28/% 4 (8)-28/8 -
=12 12t vovo0- 200
Also folgt:
A(8) = 2 + g + 12 + 220 = 36

Bei einer Resonanz der Ordnung N = 8 gibt es 36 verschiedene stabile Gleich-
gewichtszustdande, die sich durch die Anzahl und die Anordnungsmdglichkeiten

der Solitonen im Resonator unterscheiden!

Wie am Beispiel deutlich zu erkennen war, handelt es sich um ein rekursives
Verfahren. Dabei ist es gleichgiiltig, ob zur Berechnung der f(d) die explizite
Gl.(3.1.3) - wie im Beispiel - oder die implizite Gl. (3.1.1) verwendet wird.
Um A(8) berechnen zu kdnnen, missen f(4), f(2) und f(1) vorher bestimmt werden.
Dadurch sind auch A(4) und A(2) im Prinzip berechnet.

Da die Gleichung fir die Anzahl der Zustdnde als wichtigsten Ausdruck eine
Exponentialfunktion 2N enthdlt, nimmt diese Anzahl mit steigender Ordnung N

sehr schnell zu. Das verdeutlicht auch die folgende Tabelle:

Ordnung N Anzahl A

10 108
15 2192
20 52488

40 1,09951058-10 2

Die Gl.(3.1.2) und Gl.(3.1.1) oder G1.(3.1.3) ermdglichen die Berechnung der
Anzahl der Zustdnde A(N) bei einer Ordnung N der Resonanz, erlauben aber keine
Aussage lber die Anordnungsmoglichkeiten einer bestimmten Anzahl K von Soli-
tonen bei gegebener Ordnung N. So kann im obigen Beispiel A(N) =36 berechnet
werden, aber es ist nicht bekannt, wieviele Zustdnde E(N,K) mit K Solitonen

mdglich sind. Im folgenden wird daher ein Ausdruck fir den Entartungsgrad E(N,K)
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angegeben werden. Weil die Gesamtzahl aller Mdglichkeiten K Solitonen auf N
Perioden zu verteilen (E )ist,kann mit Uberlegungen, die analog zur Herlei-
tung der G1.(3.1.1) und Gl.(3.1.2) sind, der Entartungsgrad E ebenfalls all-

gemein angegeben werden:

1 , fiir K=0 oder K=N
E(N.K) = (3.1.4)
:E: Q(N/t;K/t) , sonst
t

’

wobei t alle gemeinsamen Teiler von N und K sind. Die Q(N/t;K/t) sind hier

die Menge der reduzierten Anordnungsmdglichkeiten mit der Periodizitat —%—

von K Solitonen bei der Ordnung N der Resonanz. Multipliziert man diese

Q(N/t;K/t) mit ihrer Periode N und summiert iber alle mdglichen Periodi-

t
zitdten auf, so erhdlt man wieder die Gesamtzahl aller Mdglichkeiten (E) :
(E)Z QK /) (3.1.5)
t

Als Beispiel soll hier die Anzahl E(N,K) der Mdglichkeiten K = 4 Solitonen

bei der Ordnung N = 8 der Resonanz anzuordnen bestimmt werden.

Q(8/1;4/1) + Q(8/2;4/2) + Q(8/4;4/4) =

Q(8,4) + Q(4,2) + Q(2,1)

Jetzt missen die noch unbekannten Q(8/t;4/t) mit Gl. (3.1.5) berechnet werden:
(ﬁ) = 70 = 3-0(8/154/1) +- 3 Q(8/234/2) + 3-0(8/4;4/4) -

8-Q(8,4) + 4-Q(4,2) + 2-Q(2,1)

E(8,4)

Auch hierbei handelt es sich um ein rekursives Verfahren, zundchst missen
mit G1.(3.1.5) Q(4,2) und Q(2,1) bestimmt werden:
I N . 4 . _
(2) =6 = T Q(4/1,2/1) + v Q(4/2;2/2) =
4-Q(4,2) + 2-Q(2,1)

2
=

——
- N
g
I
N
It

Q(2/1;1/1) = 2.Q(2,1)
6-2

Daraus folgt Q(2,1) = 1 und damit Q(4,2) = —= =1 . Dann ist

i)
70-4-1-2-1 .
Q(8,4) = 5 =8 und deshalb mit Gl.(3.1.4) der Entartungsgrad:
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E(8,4) = Q(8,4) + Q(4,2) + Q(2,1) =8+ 1+ 1 =10

Der Fall "Vier Solitonen im Resonator" bei der Ordnung N = 8 ist also in

zehn Zustdnde entartet !

3.2 Experimentelle Ergebnisse

In diesem Abschnitt wird das Konzept des PPG und die daraus abgeleiteten Aus-
sagen Uber die Anzahl der moglichen Gleichgewichtszustdnde Uberprift, indem
mit dem in Abschnitt 2.1 beschriebenen MeRaufbau Kennlinien aufgenommen werden.
Dabei wird zusdtzlich die Tastspitze eines Vektorvoltmeters als Sonde benutzt,
um die Wellenform im Resonator zu untersuchen. Im Ringresonator wird die Tast-
spitze problemlos in einem Durchfiihrungsadapter (Fiinfzig Ohm) in den Ring inte-
griert, beim Fabry-Perot Resonator kann sie als kapazitive Sonde mit Hilfe
eines Schlittens im konstanten Abstand von der Leitung innerhalb des gesamten
Resonators verschoben werden. Das Vektorvoltmeter untersetzt die detektierte
hochfrequente Amplitude in ein entsprechendes 20 kHz-Signal, bzw. in dessen
Harmonische und Subharmonische. Dadurch kann das Bild der Welle auf einem

Oszillographenschirm auf einer anderen Zeitskala betrachtet werden.

T 1 !

I
—8 N=5
Abb.3.2.1
Resonanzkurve des Ring-

1
1
'
!
|
|
|
1
)/

resonators, Ausgangs-
amplitude selektiv bei
der Frequenz f der an-
regenden Welle gemessen

AUSGANGSAMPLITUDE

Y
—
—
—
—_—
(@)

FREQUENZ (MHz)
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Die Abb. 3.2.1 zeigt eine Resonanzkurve der Ordnung N = 5 des Ringresonators,
bei der selektiv die transmittierte Amplitude bei der Frequenz der anregenden
Welle gemessen und gegen die Anregungsfrequenz aufgetragen wurde. Es werden
sechs Stufen der Transmission beobachtet, von denen die beiden mittleren zwei-
fach entartet sind, so daB insgesamt - wie erwartet - acht verschiedene Zustdnde

existieren.
N=5

Abb. 3.2.2

Zeitliche Wellenformen der Zustdnde

1 - 8 der Resonanzkurve N = 5 des

Ringresonators

Abb. 3.2.2 zeigt die in diesen acht Zustdnden detektierten Wellenformen, die
sich jeweils nach der Periode 1/f oder 5/f - Frequenzfiinftelung - wiederholen.
Jede Stufe der Transmission entspricht einer unterschiedlichen Anzahl von
Solitonen im Resonator, eine Entartung einer Stufe wird durch die unterschied-
liche Anordnung der gleichen Anzahl von Solitonen im Resonator verursacht (Zu-
stdnde 5 und 6, bzw. 3 und 4). Hierin ist auch begriindet, daB die beiden Zu-
stdnde maximaler und minimaler Transmission (N und N-1, bzw. 1 und 2) niemals
entartet sein konnen.

Interessant ist die Tatsache, daB alle Hystereseschleifen nach Detektion der
Zustdnde 1,2,3,5,7 und 8 geschlossen waren. Die mittleren Stufen waren nicht

entartet, das System sprang erst durch eine sehr schnelle und relativ groBe
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Anderung der Frequenz im Bereich der mittleren Stufen in den Zustand 4 und 6.

Diese beiden Zustdnde bilden eine ebenfalls geschlossene Hystereseschleife.

T T T — T T T

()
o
=
ot Abb. 3.2.3
E; Resonanzkurve des
0
E? Ringresonators, Ampli-
%% tude selektiv bei der
- Anregungsfrequenz
<(
gemessen

Pumpfrequenz (MHz)

Die Abb. 3.2.3 zeigt eine Resonanzkurve des Ringresonators, die bei einge-
stellten Parametern gemessen wurde, die identisch mit jenen der Abb. 2.2.2.4
waren. Auch hier existieren, wie die Gl.(3.1.2)und(3.1.3)vermuten lassen, vier-
zehn verschiedene Zustdnde, von denen aber die Zustdnde 5,8 und 12, wie man
durch Vergleich mit der Abb. 2.2.2.4 erkennt, nicht nach Ausnutzung aller
mdglichen,verschiedenen Vorgeschichten des Systems durch Hysterese, einge-
stellt waren. Es ergibt sich also das Problem, daB manche Zustdnde nicht so-
fort, sondern erst nach - beispielsweise - einer schnellen Frequenzanderung

eingestellt werden k&nnen.

—————
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s o B e Bl nw! R
11 & 1 T [TT A& T 1
RN 1 Pl | P
| Y 1 EEY 1 1 LA TL T N N
o i . S T E ) T : Ly
s s A G ggannngll !
TrErd i TTETTTY 1l 17
] BN T IERENEN T 1] T
A InEd THETHEE LA [TIRETRTMTN rhib ik ad DHATHEREGH
U Lo U g Y ; : ALY X
AR NN Ad G ARENIN! Ll BN "'.‘Iw B e ubduhhbddd Al
RN R {7 RN : T} o EEREEN |

Abb. 3.2.4 Zeitliche Wellenform der Zustdnde 1- 14 der Resonanzkurve N=6 des Ringresonators
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Wie man an den zu den Zustdnden gehdrenden Wel lenformen (Abb. 3.2.4) erkennt,
kann bei dieser Ordnung N = 6 nicht nur Frequenzsechstelung, sondern auch
Frequenzdrittelung (Zustdnde 5 und 12) und Frequenzhalbierung (Zustand 9) auf-
treten.

Abb. 3.2.5 zeigt eine im doppelt-logarithmischen MaRstab aufgetragene Uber-

tragungskennlinie des Fabry-Perot Resonators der Ordnung N = 5 .

T ] J
N=5
f =7115 MHz

_20 , I ! | !
0 10 20
EINGANGSLEISTUNG (dBm)

Abb. 3.2.5 (bertragungskennlinie des Fabry-Perot Resonators im
doppelt-logarithmischen MalRstab

AUSGANGSLEISTUNG (dBm)
S

Durch die doppelt-logarithmische Auftragung werden diesonst sehr eng beiein-
ander liegenden Hystereseschleifen der niedrigen Transmissionsstufen entzerrt.
Auch hier liegen wie bei Abb. 3.2.1 alle acht mdglichen Zustdnde vor, hier
werden aber alle durch die ineinander verschachtelten Hystereseschleifen ein-
gestellt. Diese Kennlinie ist - z.B. bei ungefdhr 11dBm Leistung der anregen-
den Welle - sexstabil. Dort sind je nach Vorgeschichte des Resonators die Zu-
stdnde 3,4,5,6,7 oder 8 einstellbar!

Im folgenden soll versucht werden, das Konzept der Solitonen im Ringresonator,

wie es aus dem Modell des parametrischen Pulsgenerators abgeleitet wurde,
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auch auf den Fabry-Perot Resonator zu lbertragen. Das ist plausibel, weil
die Kennlinien von Fabry-Perot und Ringresonator stets vergleichbar waren.
Deswegen erwartet man, daB sich (bei der Ordnung N = 5) im Zustand 2 - dem
Bitmuster 1 0 0 0 0 entsprechend - wie beim Ringresonator nur ein Soliton
auf den finf Perioden der Pumpwelle befindet, die in der Gesamtldnge des
Fabry-Perot Resonators gleichzeitig hin- und riicklaufen. Die geometrische
Ldnge des Resonators entspricht allerdings nicht finf Wellenldngen der An-

regungsfrequenz, sondern nur Su%}- .

N=5

X=O I 1 1 1 1 5 S_A
X=H\ <« T T T T { 2

Abb. 3.2.6 Gegenldufige Wellen im Kleinsignalfall im Fabry-Perot Resonator

bei der Ordnung N = 5 der Resonanz
Hier wird die Vorstellung des PPG verwendet, daB nur in die gleiche Richtung
laufende Wellen wechselwirken. Befindet sich das Soliton am linken Spiegel,
so wird es innerhalb von zweieinhalb Perioden der Pumpfrequenz vom linken
zum rechten Spiegel und in ebenfalls zweieinhalb Pumpperioden zuriicklaufen,
so daB es sich nach genau finf Perioden wieder am linken Spiegel befindet.
Beobachtet man also am linken Spiegel (x = 0) die zeitliche Wellenform, so
wird man folgende Periodizitat sehen:

..01t000010000100001000. ..

Dasselbe gilt selbstverstdndlich dann auch fiir die Wellenform, die man am
rechten Spiegel (x = —é}-l) beobachten kann.

Wahlt man als Beobachtungsort jetzt einen der beiden Punkte, die sich eine
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r\>|)J

halbe Wellenldnge von einem der beiden Spiegel entfernt befinden (x =
oder x = 2-}), SO sieht man eine andere zeitliche Periodizitdt der Wellenform:
Vom Ort x = —%}- dauert es zwei Perioden der Pumpfrequenz, bis das von links
nach rechts laufende Soliton am rechten Spiegel reflektiert und nochmal zwel
Perioden, bis es wieder am Ort x = —%L-angekommen ist, insgesamt also vier
Perioden. AnschlieBend dauert es aber nur zweimal eine halbe Periode, bis es
nach Reflexion am linken Spiegel wieder am gleichen Ort x = —%L— ist. Die zeit-
liche Periodizitdt - des gleichen Zustandes "Ein Soliton im Resonator" - am
Ort x = —%L- ( und entsprechend x = 2 A) sieht also so aus:
.10001100011000110. .. !

Aus entsprechenden Griinden sieht die zeitliche Periodizitdt der Wellenform
des gleichen Zustandes 2 (Bitmuster 1 0 0 0 0 ) an den Orten x = A und

= —S—lso aus:

.01t001010010100101 ...

Die Abb. 3.2.7 zeigt die am Ort x = 0 des Fabry-Perot beobachteten Wellen-

formen, die auch zu den Zustdnden 1 - 8 der Abb. 3.2.5 gehdren.

Abb. 3.2.7
\A “N nA hh ’h ﬁh hh hh Zeitliche Wellenform der Zustdnde
: 3 4

1 - 8 der Ubertragungskennlinie

der Ordnung N = 5 des

MW\. \.M\M\N'm Fabry-Perot Resonators
3 6 am Ort x = 0
A -8

Weil an den Spiegeln - wie oben erldutert - keine rdumlichen Effekte auftreten
und dort die gleichen Wellenformen wie beim Ringresonator beobachtet werden,

scheinen bei Fabry-Perot und Ringresonator die gleichen Zustande vorzuliegen!
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fbb. 3.2.8 zeigt die am Ort x = %‘— und x = A beobachteten Wellenformen, als

sich der Resonator im Zustand 2 ( Bitmuster 1 0 0 0 0 ) befand, und bestdtigt

dadurch die Diskussion der rdumlichen Effekte.

2 2

2
x =0 X=l X=k

Abb. 3.2.8 Zeitliche Wellenform des Zustandes 2 der Ordnung N = 5 des
Fabry-Perot Resonators an verschiedenen Orten

An anderen Orten ergeben sich - auch durch die nichtlineare Uberlagerung von
mehreren Solitonen oder eines Solitons mit der negativen Halbwelle der Pump-

periode - entsprechend komplizierte Wellenformen. Abb. 3.2.9 zeigt die vom

A

Zustand 7 (Bitmuster 1 1 1 1 0 ) an den Orten x =7 und x = :Z)‘ verur-

sachte Wellenform.

Abb. 3.2.9
Zeitliche Wellenform des
Zustandes 7 der Ordnung

N = 5 des Fabry-Perot Reso-
nators an verschiedenen
Orten

Die Abb. 3.2.10 zeigt wiederum eine Resonanzkurve der Ordnung N = 5 des Ring-
resonators. Im Gegensatz zu Abb. 3.2.1 ist allerdings die gesamte transmittierte
Leistung aufgetragen und eine groBere konstante Leistung der anregenden Welle

verwendet worden. Diese Kurve zeigt die Resonanz der Ordnung N = 5 mit ihrer

zugehorigen Vorresonanz ( vgl. Abb. 2.2.2.5 ). Es wurde festgestellt, daB die

Wellenformen der Zustdnde 1 - 8 mit denjenigen der Abb. 3.2.2 identisch sind,
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AUSGANGSLEISTUNG

w2 e 116

108 110
FREQUENZ (MHz)

Abb. 3.2.10 Resonanzkurve des Ringresonators mit Vorresonanz

allerdings wurden bei dieser Messung mit groBerer anregender Leistung auch
die Zustdnde 4 und 6 durch die entsprechend ineinander verschachtelten Hyste-
reseschleifen erreicht. Die in den Zustdnden 9 - 15 der Vorresonanz detek -

tierten Wellenformen der transmittierten Welle zeigt Abb. 3.2.11

— : _ | | [IRIEPAR
TS O 1 T
T | T[ LA I O I
PN NNRR IPTRNRRANY
| Tk s, 1a8.5ab 0 08
R'A VVIN VYV IYVEV
- L 1
q | LI
! Td | S S —i . R .
) 27 L 13 T 14 T 1
] L R I N L 1 i rT |
s ' S U 0 P LA N 5 L S P (AU L LU
—_— R A SRS SUR. AT A M

Abb. 3.2.11 Zeitliche Wellenform der Zustdnde 9 - 15 der Vorresonanz der
Resonanzkurve der Ordnung N = 5 des Ringresonators

Die Vorresonanz wird vermutlich durch die stabilen Gleichgewichtszustdnde

des PPG erkldrt, bei denen die Pumpwelle sogar auf zwei Solitonen Energie

Ubertragen kann. Die Systemparameter sind so, daB auf mehr als finf Solitonen
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Energie zum Ausgleich der Ddmpfung {ibertragen wird. Weil sich die finf Perioden
aber nicht unterscheiden, ist es anscheinend auch nicht méglich, daB eine
Periode der Pumpwelle zwei Solitonen trdgt, wdhrend sich in einer anderen
Periode kein Soliton befindet. Beschreibt man die Zustdnde 9 - 15 konsequenter-
weise mit den Bitmusterm2 1 111,22111,21211,22211,22121,
22221und 22222, so hat man zusammen mit dem Grundzustand dieser Vor-
resonanz, dem Zustand 8 ( Bitmuster 1 1 1 1 1 ), wieder insgesamt acht mdgliche
Zustdnde der Vorresonanz, die vollkommen analog zu denen der Hauptresonanz sind.
Prinzipiell ist jetzt auch der Fall denkbar, daB sich drei oder
noch mehr Solitonen auf einer Pumpperiode befinden. Bei der Ordnung N = 3 des
Ringresonators wurden drei komplette Vorresonanzen beobachtet, das heilt alle
Zustdande vom Bitmuster 0 0 0 bis zum Bitmuster 4 4 4 ! Ein Zustand wie zum
Beispiel 4 2 3 wurde nie beobachtet. Einige der Wellenformen dieser Zustdnde

sind als Beispiel in der Abb. 3.2.12 dargestellt.

Ml

R
[ | |

VWAV

Abb. 3.2.12 Beispiele fir die zeitliche Wellenform der Haupt- und Vorreso-
nanzen der Ordnung N = 3 des Ringresonators (Bitmuster 1 0 0,
221,332und 433)

Verallgemeinernd konnte man die unmittelbar einsichtige Gl.(3.2.1) fir die

Gesamtzahl G aller mdglichen Zustdnde einer Resonanz der Ordnung N mit M Vor-

resonanzen dann so schreiben :
G=(M+ 1 )-(A(N) - 1) +1 (3.2.1)
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AbghliefRend sollte noch ein interessanter beobachteter Effekt erwdhnt werden.
Wie schon im Abschnitt 2.2 beschrieben, war das Verhdltnis der Komponenten des
Fourierspektrums das von natiirlichen Zahlen. Bei sehr kleinen Amplituden der
anregenden Welle konnte allerdings auch in einigen Fdllen eine Inkommensura-
bilitdt der Komponenten beobachtet werden. Das Verhdltnis zweier natiirlicher
Zahlen war dann schon bei einer Genauigkeit von 10'4 nicht mehr gegeben. Bei
einer Erhthung der Amplitude verbesserte sich die Genauigkeit langsam, um dann
an einem Schwellenwert sprungartig bei dem durch die Subharmonischengeneration
gegebenen Wert "einzurasten'. Dieses Phdnomen des Einrastens einer Frequenz
ist auch von anderen getriebenen nichtlinearen Systemen, wie zum Beispiel dem

sogenannten Rayleigh-Bénard Experiment, bekannt /17/.
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden zwei Mikrowellenresonatoren mit einem Medium mit
quadratisch dispersiver Nichtlinearitdt vorgestellt. AnschlieBend wurden
experimentelle (bertragungskennlinien und Resonanzkurven dieser Resonatoren
mit Multistabilitdt prdsentiert und erldutert. Ein tieferes Verstdndnis fir
das Zustandekommen dieser Multistabilitdt wurde durch das Solitonenkonzept
erreicht und eine Vorhersage der grundsdtzlichen Form der Kennlinien durch
die Berechnung der maximalen Anzahl der stabilen Gleichgewichtszustdnde eines
parametrischen Pulsgenerators (PPG) ermoglicht.

Wichtig ist die Erkenntnis, daR beide Resonatortypen die gleiche Art von
Kennlinien besitzen, daB diese Multistabilitdt also typisch fur das Medium
und nicht fiir den Resonator ist. Im Gegensatz zur Optik wird diese echte
Multistabilitdt innerhalb einer Ordnung der Resonanz erreicht, das bedeutet,
man kann auf die zum Durchstimmen mehrerer Resonanzen ndtigen grofien Anregungs-

amplituden verzichten !
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